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Hetl berekenen van kansen plj twee- en drie-dimensionale normale
verdelingen met tabellen van D.B. OWEN en G.P. STECK.

1. Inleiding. Bezitten X en y een twee-dimensionale normale ver-
deling met bekende parameters: N( M /uy_:; 0 3 Jy; P) dan kan
men met de tabellen van OWEN (1956) voor iedere veelhoek in
het (x,y)-vlak de kans bepalen dat een waarnemingspaar QEJEQ
in deze veelhoek zal liggen. In het algemene geval moet hier-
VOor eerst een Ctransformatie naar onafhankelil jke N(Osﬂ) ver -
deelde grootheden worden ultgevoerd waarvoor in paragraaf 6

de formules te vinden zijn. In de paragrafen 2, 3 en 4 wordt
de getabelleerde functie T(h,a) en de interpolatie in de
tabellen besproken. In paragraaf 5 komt een speciaal geval

nl. een rechthoek in het (x,y)-vlak ter sprake. Paragraaf 7
geef't een voorbeeld.

Voor drie-dimensionale verdelingen geeft STECK (1958)
formules en een tabel ter berekening van de kans
P [§5£h; y=k; z=m

. (zle paragraaf 8).

i

2. De functie T(h,a). Zijn u en v stochastisch onafhankeli jk en
N(O;1) verdeeld dan geeft de getabelleerde functie T(h,a) de

kans op een waarneming voor (u,v) in een afgeknotte sector
van het (u;v)-vlak, waarbij loodrecht op één van de zijden
afgeknot 1is, zoals G in figuur 1.
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fig. 1

Daar de verdeling van u en v rotatie symmetrisch om O is

L AP,

behoort bij een gebied G', dat door draaiing om O ulit G ontT-
staat, dezelfde kans T(h,a). De waarden van h en a zijn hier



STeeds positief te nemen. Enkele bijzondere waarden van
T(h,a) zijn:

T(h,0) = O,
d
(2.1) T(o,a) = 55 arctg a (ooE in de tabel op te zoeken),

T(h,1) =2 G(h) [1 - a(n) ],
T(h,0) =3 [1 -G(h) ], h>o

waarin G(h) de verdelingsfunctie van de N(0;1) verdeling
voorstelt:

h .2
G(h) = VQWf f e 20 4%

- (O

lenslotte geldt voor a >1 de reductieformule:

(2.2) T(h,a) = = [G(h) + G(a h)] - G(h) G(a nh) - T(a h,-g- ,

zodat het voldoende was T(h,a) voor o<a=1 te tabelleren
(OWEN, -1956).

Fen willekeurige veelhoek in het (u,v)-vlak. Stel u en v zijn

weer onderling onafhankell jk en N(O;ﬂ) verdeeld. De kans op
een waarnemingspaar (3,2) in een willekeurig afgeknotte sector
van het (u,v)-vlak is nu de som of het verschil van twee kan-

sen T(h,a); zie de figuren 2a en 2b.
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P [(wy)e G[=T(h,a,) + T(h,2,). P [(u,v)ea'| = T(hjal) - T(hjal)

Z1jn de hoekpunten A en B gegeven door de codrdinaten

(AujAv) resp. (BuﬂBv) dan geldt voor h,a, en a,:



A B - A B A
(3.1) h = l_ — e 3 i

_”‘Bu(Bquu) +'BV(BV“AV)}

82 - - .
A B, - A B |

De kans op een waarnemingspaar (u,v) in een willekeurige veel-
noek kan bepaald worden door het bovenstaande op elke z 1 jde
toe te passen en deze resultaten te combineren. De juilste

combinatie kan bepaald worden aan de hand van een tekening
van de veelhoek in het (u,v)-vlal.

Interpolatie de_tabellen voor T(h,a) van OWEN (1956).

De berekende waarden van T(h,a) zijn in 3 tabellen onderge-
bracht. In tabel [ 1s een grove indeling voor a en een fijne
indeling voor h gebruikt; in tabel B een fijne indeling voor

a en een grove indeling voor h; in tabel C tenslotte is h = 3.
In tabel C kan een gewone lineaire interpolatie gebruikt wor-
den. Is h < 3 dan moet zowel tabel A als tabel B bij de inter-
polatie gebruikt worden. Deze verloopt dan als volgt: Stel dat

T(he,ag) berekend moet worden. Kies dan a, en a3 me € a,]s;agfa3
ult de grove indeling voor a van tabel A en h,l en h3 me T

hqfihgilhB ult de grove indeling voor h van tabel B. Ult
tabel A en B zljn dan de bijbehorende functiewaarden af te
lezen (eventueel met toepassing van een linealre interpolatie
naar h in tabel A of naar a in tabel B):

. : :
h 1 2 3
h., j T(h”l-’a’l) T(hq,ag) T(h,“aB)
h,, ' T(hgjaq) -~ 'T(hngB)
h, n T(hB_ga,l) T(ha,ag) T(hB,,aB)
' 2084 fp-hy | s
Bepaal verder b = 3-8 en c = E;:E:-en hiermee de coefficién-

ten matrix




-(1-b)(1-c) 1-c -b(1-c)

{wij} = 1-b - b

-(1-b)c C -be

T(hg,az) kan dan bepaald worden met de formule:

3 3
T(hysas) = 2 2 w.. T(hy,a.).
2° 2 =1 5= 1 1773
Kom® h2 (of 82) voor in de grove indeling voor h van tabel B
(resp. voor a van tabel A) dan reduceert de beschreven 1lnter-
polatiemethode tot een normale lineaire interpolatie in deze

tabel B (of A).

Rechthoeken bij een willekKeurige twee-dimensionale normale
verdeling. De kans dat een waarnemingspaar (x!y') uit een
willekeurige gegeven twee-dimensionale normale verdelling 1in
een gegeven rachthoek met zijden evenwi jdig aan de assen zal
liggen kan bepaald worden als combinatie van kansen van de
vorm P [g}:f ht; y! = kf] . Voor een dergelijke kans geelt
OWEN een uiltdrukking in de functies G en T. oStel X' en ¥
bezitten een N(/AI:"/U':;I , O 0"5:?) verdeling. Bij x' en y' wor-
den dan eerst de gestandaardiseerde grootheden x en y bepaald,

dus
T .
X = X T Mx en Yy = zmmmwlil.
0 4 Ty
dan 18
Plx'=h'; y'=k'] = P[x=h; y< K]
me €

Hiervoor geldt nu:

(5.7) F [*}S“Sh; -‘Y-Sk} = B(h,k, ?) =
5 als h.k >0
’ { of h.k=0 &n h+k =0.

=% [a(n) + 6(k) | - T(n,a,) - T(k,a) -1
5, 1n andere gevallen
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Indien hierbij negatieve waarden voor h, k, ay of a

optreden
dan kan men gebrulik maken van

T(h, -a) = -T(h,a)

(5.2) T(-h, a) = T(h,a).

De reductieformule (2.2) voor a > 1 mag alleen bij positieve a

gebruikt worden, bij negatieve a moet dus eerst (5.2) daarna
(2.2) toegepast worden.

. Ben willekeurige veelhoek bij een willekeurige normale ver-

deling. Dit geval wordt door transformatie teruggebracht tot
dat van paragraaf 3. Hebben x en y een N{ Mg 9 /uyg o, , 72 § )

L

verdeling, dan zijn de transformatieformules:

X - Y -
Um“ﬂj—m*[ < + ———/—t-j-l]
‘VE+2f Tx Oy

<
{

Voee L y

lToegepast op de stochastische grootheden x en y geeft deze

A [ M MJ

transformatie stochastische grootheden u en v die onderling
onafhankelijk N(0;1) verdeeld zijn; terwljl de veelhoek in
het (x,y)-vlak overgaat in een veelhoek in het (u,v)-vlak
(tekening!). Na de transformatie kan dus de methode uit
paragraatl 3 en 2 toegepast worden.

o Voorbeelden.

a) Stel dat gegeven is dat u en v onderling onafhankeli jk
N(O,1) verdeeld zijn en dat gevraagd is de kans te bereke-
nen op €en waarnemingspaar binnen een hoek zoals in figuur

3 18 aangegeven,



fig. 3
u en v ond.onatfh.

N(0,1)

Hlcrvoor geldt denc:

P ((w,v)€(Bo AC )] = P[(g.yy_)é(cm AA. )] - P[(Eﬁy__)é(Em AA oo )J

.+.

|

= P[(u,W)E(Con HoHy )] = P (1, 0)6 (Aoo AH H, )

- (P [(Egy_)éf(BmH,‘H,]m):} - P[(_ggym)g(Am AH H, _ )} ) =

e

- | H, A 1 H, A
2 [4--6(0}{2)] - T(OH,; 6"’1—"‘1;) - {-é-- [’l-—-G(OH,] )] - T(OH,; WOH,]

}

b) Stel x en y bezitten een twee dimensionale normale verdelilng

me t M = 23 /uy = 1; G’X = 103 G‘y = 2 en § = 0,28 en laat
A= (4; 3,8):; B = (13; 2) en C = (93 0) de hoekpunten zijn

van een driehoek in het (x,y)-vlak (fig. 4%a en 4b). Gevraagd

wordt de waarschijnlijkheild dat een waarnemingspaar (x,¥)
binnen deze driehoek zal liggen.
Om dit te berekenen moet volgens paragraaf 6 eerst de

transformatie
X.... e
umm,.lm( /ux+w ﬂﬁﬂg(%‘%.{,%"_)
/2+2 Tx Oy s
. 1 X“/ux y“/ux B “] _ X=2 !-—-/l
VoS ( - + =75 (= T35 + S5

2-2¢ Tx - Ty

-
ikl



uitgevoerd worden, waardoor driehoek ABC overgaat in drie-

hoek A'B'C' in het vlak van twee onderling onafhankelil jke

-
N(O;1) verdeelde grootheden. De nieuwe punten zijn:

T
Y
o C
4 - fa / \

| T \\\
'l“?* T =X
]

~
fig. 4a

x en y N (2; 1; 105 25 0,28) u en v ond. onafh. N (0: 1)

At = (1; 1); B' = (1; -0,5) en C' = (2; 1,5) (fig. 4b)

Uit figuur 4b kan afgelezen worden dat

-

= P [(wu)e(8ie ABBI )] - P [(wu)E(Rlw A1CCL, )]

- [(Hﬁz)g(cgmc'B'ng,)] a

De drie kansen in het rechterlid kunnen volgens de methode
ult paragraaf 3 bepaald worden. Voor de eerste kans volgt
dan direct uit de figuur: h = 1; a, = 1T en a, = 0,5, dus

P [(p__‘,g)é(ﬁs‘m A'B'B'o, ):] = T(1; 1) + T(1; 0,5) =

= 0,066742 + 0,043065 = 0,109807

18 direct 1in de tabellen van OWEN op te zoeken.

Voor de tweede kans geldt:



Vol .
§Aucv CtA

{
s ﬁmwm:rmszAL:o,z -
At (1 N 2 1,25
(8:00)% + (2=03) ,
! | AR | t N1
o jAr(Cl-A1) + Al(C) AL 15 _ .
| A1CH ~ CIAT 055
u v U Vv
| P A ! ! I A1
o )cu(cu Au) + cv(cv Av)} 2,75 _ 4 .
2 ‘ 0,5 >
lA!C! - (OTAT 9
u v u Vv

Dus :

(7.2) P [(u,v)€(AL, A1C1Cw )] = T(0,2 V55 5,5) - T(0,2 V533),
Volgens de reductieformule (2,2) is nu:

T(0,2 /55 5,5) =

2 [a(0,2¥5) + 6(1,1/5) ] - 6(0,2V8).6(1,1V3) - T(1,1V5, =) =

|

= L]a(0,4472136) + G(2,4596748)] +
- (0, 4472136) . G(2,45006748) - T(2,4596748; 0,1818182)=

= 1 [0,672640 + 0,993047 ] - 0,667963 - T(2,4596748; 0,1818182)=
= 0,164881 - T(2,4596748; 0,1818182).

Om de T te bepalen moet de interpolatiemethode van paragraafl
4L gebruikt worden. Ult de tabellen van OWEN worden daarbij

de volgende waarden voor 1T opgezocht

;T“““~ O 0, 1818182 0,25
2,25 O 0, 002216 0, 002948

2, 4590748 ® - 0,001782
2,50 | O 0, 001216 0, 001609

waarbij voor de middelste waarden van de eerste en derde
rij in tabel B geinterpoleerd 18 en voor de middelste
waarde van de derde kolom in tabel A. Verder 18

_0,1818182 _ _ 2,4506748 - 2,25 _
= W = 057272728 en C = 550 = 2,25 =



0,8386992 zodat de co&fficiéntenmatrix, waarvan we de eerste
kolom niet nodig hebben, gelijk is aan:

, //- 0, 1613008 -0, 1173097
{wij 2 = | - O O, 7272728
J \ - 0,8386992  -0,609963"

De gezochte T wordt nu

S ——  p ¥

T(2,4506748; 0,1818182) = 2_ w. . T(h.,a.) = 0,001346
i,5 v

zodat Tenslotte

7(0,25; 55) = 0,164881 - 0,001346 = 0,163535.

Voor de tweede functie T van (7.2) moet ook de reductie-
formule (2.2) gebruikt worden:

T (0,2 V533)

i

"ﬁi’}" iG( O, 2\/5) +G( O, 6V§ )j “G( O, QVB) s G( O, 6\/%) --'I‘(O,6V§;§*)-“
5[69672640 + 0,910144] ~ 0,612139 - T(1,3416408;
09333333)m

I

03179193 o T(1534164O8; 05333333)=

i

T(1,3416408; 0,333333) moet weer door interpolatie bepzaald
worden met de T waarden:

T~ < |
h 0,25 0,3333333 0,50
e
1,25 0,017569 0,022801 0, 031828
1, 3416408 0, 015564 - 0, 028017
1,50 0,012372 0,015975 0, 022006

terwidl b = O 33333325“ 222 - 0,3333333 en

_ J1,3416408 ~ 1,25 _ 0,0916408 _ , 3665632 dus

- 0, 25 0, 25



- 10 -

0,6666667 O 0,3333333
- 0,2443755 0, 3665632 -0, 1221877

{Wij} ~

(- 0, 4222912 0,6334368 -0, 2111456

Aus

T(1,3416408; 0,3333333) = > w5 T(hy,a,) = 0, 020162,
1,3

Dit geeft

|

T(0,2V5; 3)

en in (7,2) gesubstitueerd:

0,179193 -~ 0,020162 = 0, 159031
¢

P [(u,v)e(Aly, AC1C, )] = 0,163535 - 0,159031 = 0, 00450k

Voor de laatste kans ult het rechterlid van (7.1) geldt
tenslotte:

| B'C! ~ CIB!
n = mmmmmememmmHhElmmm“. . 25D = 0,5\ 5
N -] \
V'(Bltlwcltl) -+ (B_\‘]mcx'f) 2
BBy B o
a — , = - o
] }BICI __C!Bll 25D
U v U v
Xoh PRt ! t R !
] Cr(Cl-BY) + CI(CI-B!)] 5 _
: [BiCcr - c1B! 252
U v U v

P [(w,v)E(Bl B'C'Cly )] = T(0,5)5; 2) =
= 2 1a(0,5VB) + a(VB)] - &(0,5VB).c(VE) - T( V5; 0,5)=
= £ | 0,868224 + 0,937326 | - 0,857220 - T(2,236068; 0,5)=
= 0,070555 - T(2,2360680; 0,5)=
= 0,070555 - 0,005059 = 0,065496,

Voor de gevraagde kans volgt hieruit, zie (7.1):

P[kEJX)E(ABC)] ==P[KHgE)€(AWB’C§ﬂ = 0, 109807 -0, 004504 -0, Q65400 =
0,039807.



De waarden van de normale verdelingsfunctie G(x) zljn be-
paald met: Tables of probability functions, vol. I, Federal

Works Agency, lWorks Projects Administration for the City of
New York.

Generalisatie van paragraaf 5 voor drie-dimensionale verdellngén.
Bezitten x, v en 2z een drie-dimensionale verdeling met verwachn-

tingen O, varianties 1 en correlatieco&fficienten 5gxy’ ijzs
?yz dan kunnen kansen van de vorms:

P{i;ﬁﬁ.h; vy = K3j z:é m]

o — e

met formules van G.P. STECK (1958) uitgedrukt worden in functies
G, T en S. De laatste is een functie van drie variabelen, welke
door STECK getabelleerd is. In deze tabel voor S kan linealir
geinterpoleerd worden; voor de functie S5 gelden overligens
soortgelijke eigenschappen als voor T. Daar de formules tamelil jk
uitgebreid zijn, wordt volstaan metl een verwl]jzlng naar para-

graaf 2 (pp. 781-782-783) van de beschrijving van G.P. STECK.
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